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Teil A

12. Majorana-Fermionen 12 Pkt.

Verschiedene Darstellungen der Dirac-Matrizen erlauben die Beschreibung von Fermio-
nen mit unterschiedlichen Eigenschaften. In diesem Beispiel wird eine rein imaginére Dar-
stellung, eine sogenannte Majorana-Darstellung betrachtet.

(a) Zeigen Sie, dass eine unitire Transformation (U = U~1) (1 Pkt.)
2hy = Uyu’ (12.1)
die Dirac-Matrizen wieder in Dirac-Matrizen tberfiihrt, d.h., dass auch die 'y”M die

definierenden Antikommutator-Relationen erfiillen.
(b) Wie transformiert sich dabei die durch (3 Pkt.)

ClytC = —HT (12.2)

definierte Ladungskonjugationsmatrix?

Hinweis: Sie sollten nicht einfach annehmen Cj; = UCU?!. Driicken Sie stattdessen
die y#-Terme in der Gleichung durch ihre Transformierten aus und versuchen Sie
die Gleichung auf dieselbe Form zu bringen wie mit den untransformierten Dirac-
Matrizen. Sie sollten dann Cy; = UCUT als Transformationsgesetz fiir die Matrizen C
und C~! erhalten.

(c) Zeigen Sie, dass bei einer Transformation mit (3 Pkt.)
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aus der Standarddarstellung der Dirac-Matrizen die Darstellung
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wird. Diese Darstellung ist rein imagindr, es gilt (7?/1) "= —’)/K/I.

(d) Man zeige, dass mit dieser Darstellung die Dirac-Gleichung fiir ein freies Teilchen (1 Pkt.)
eine reelle Gleichung ist und dass mit 15 auch 13, Losung ist.

(e) Verifizieren Sie anhand von (12.2), dass C = %9 eine legitime Ladungskonjugations- (3 Pkt.)
matrix ist. Bestimmen Sie die Ladungskonjugationsmatrix Cys in der neuen Darstel-
lung unter Verwendung der in (b) abgeleiteten Formel.

(f) Der adjungierte Spinor 1 ist definiert durch ¢ = 1t (ist also nicht einfach der zum (1 Pkt.)
Spaltenvektor i adjungierte Zeilenvektor ). Ferner ist der ladungskonjugierte Spi-
nor durch ¥¢ = CypT gegeben. Zeigen Sie, dass in der neuen Darstellung gilt:

Yia = NP (12.5)
wobei 7. eine (irrelevante) Phase ist.

Es folgt, dass eine reelle Losung 5 der Dirac-Gleichung in Majorana-Darstellung ihre
eigene Ladungskonjugierte ist. Ein solches Majorana-Fermion ist damit sein eigenes Anti-
teilchen.

Die Losungen zu den Aufgaben im Teil A werden zu dem unten genannten Termin hoch-
geladen.

Musterlosung/Abgabe: 30.06.20 1
Besprechung: 30.06.20



Modul 4: Fortgeschrittene Quantenmechanik SS 2020

Teil B

9. Relativistische Eigenenergien des Wasserstoffatoms

(a) Entwickeln Sie die Sommerfeldformel fiir die Berechnung der Energieeigenwerte des
relativistischen Wasserstoffatoms
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nach Taylor bis einschlieflich der vierten Ordnung in der Feinstrukturkonstante a;.
Vergleichen Sie das Ergebnis mit der Naherung
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im Skript.

(b) Berechnen Sie die numerischen Werte (in eV) der relativistischen Korrektur zu den
Eigenenergie des Wasserstoffatoms mit Hauptquantenzahlen n = 1 und n = 2. Ver-
wenden Sie dabei die gendherte (9.2) sowie die exakte Losung (9.1). Vergleichen Sie
die numerischen Ergebnisse.

Im Teil B konnen 7 Punkte erreicht werden. Die Abgabe der Aufgabe(n) bis zum unten
genannten Datum bitte per Mail an antonia.schulz@ovgu.de.

Musterlosung/Abgabe: 30.06.20 2
Besprechung: 30.06.20

7 Pkt.
(4 Pkt.)
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