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Teil A

11. DeSitter-Kosmos 10 Pkt.

Eine Form des Linienelements des DeSitter-Kosmos ist gegeben durch:
ds* = 2dt? — e*/% (dx* + dy? + dz?) . (11.1)

(a) Bestimmen Sie den Kriimmungsindex k, die Hubble-Funktion H(t), den Dezelera- (3 Pkt.)
tionsparameter go(t) sowie die Zustandsgleichung p = p(). Was folgern Sie daraus
fur die moglichen Werte von u und p, solange keine dunkle Energie mit exotischen
Eigenschaften angenommen wird?

(b) Geben Sie den Wert der kosmologischen Konstante an. (1 Pkt.)

(c) Man kann behaupten, dass (ILI) ein statisches Universum beschreibt (neben dem (2 Pkt.)
einsteinschen). Uberprﬁfen Sie die Plausibilitdt dieser Behauptung, indem Sie eine
zeitliche Translation t — t' = t + t; des Linienelements durchfiihren. Lisst sich durch
eine geeignete raumliche Transformation Invarianz des Linienelements erreichen?

(d) Fiihren Sie durch (4 Pkt.)
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neue Koordinaten ein und zeigen Sie explizit, dass diese ein statisches Linienelement
produzieren (d.i. ein Linienelement, in dem kein metrischer Koeffizient von der Zeit-
koordinate abhédngt und die Metrik diagonal ist). Was passiert bei # = a?

Hinweis: Es lohnt sich, Kugelkoordinaten einzufiihren, d.h. die #* durch 7, ¢ und ¢ zu
ersetzen.

Anmerkung: Die DeSitter-Raumzeit entspricht einem vierdimensionalen Raum kon-
stanter Krimmung, der ein Hyperboloid H* in einem fiinfdimensionalen Raum mit
Lorentzsignatur darstellt. Sie kann als Verallgemeinerung des Minkowski-Raums fiir
eine Raumzeit mit nicht verschwindender kosmologischer Konstante angesehen wer-
den.

12. Einstein-DeSitter-Universum, Abstand sichtbarer Objekte 6 Pkt.

Im Einstein-DeSitter-Universum gilt fiir den Expansionsskalar:

S(t) = s(t,) (t)m ,

to

wobei t, die Jetztzeit und t eine beliebige andere positive Zeit ist. Wir fragen nun danach,
welche der Objekte, die wir heute sehen konnen, zur Zeit der Lichtaussendung am weites-
ten von uns entfernt waren.

Den mit unserer Galaxis verkniipften Fundamentalbeobachter setzen wir an die Koordi-
nate p = 0, den mit der beobachteten Galaxie, der Lichtquelle, verkniipften an die Koordi-
nate p = p,. Die rdumliche Maf3stabsentfernung werde mit ¢(t,, t.), bezeichnet, sie hangt
natiirlich vom Aussendezeitpunkt f, des uns heute erreichenden Lichts ab. Es gilt

't dt

{(torte) = S(te)pe = eS(te) | g7
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(a) Berechnen Sie den Aussendezeitpunkt t, = t* derjenigen Quellen, deren Licht zur (3 Pkt.)
Zeit t, ankommt, die zum Zeitpunkt der Aussendung den grofiten Abstand zum Be-
obachter bei p = 0 hatten.

(b) Welche Relativgeschwindigkeit hatte die Quelle zu diesem Zeitpunkt gegeniiber un- (2 Pkt.)
serem Standort? Geschwindigkeit sei definiert als die Vergroflerung der Mafstabsent-
fernung pro Einheit der Emissionszeit.

(c) Welche Rotverschiebung beobachten wir heute fiir diese Quelle(n)? (1 Pkt.)

Die Losungen zu den Aufgaben im Teil A werden zu dem unten genannten Termin hoch-
geladen.

Teil B

8. Statisches Universum: der Einstein-Kosmos 6 Pkt.

In der Vorlesung werden die Friedmann-Lemaitre-Gleichungen
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abgeleitet. Hierin ist S = S(t) der Expansionsskalar (dessen Zeitabhingigkeit Auskunft
zur Ausdehnung oder Schrumpfung des Universums gibt), k € {1,0, —1} der Kriimmungs-
index, A die kosmologische Konstante, ;1 die Energiedichte und p der Druck. (c ist die
Lichtgeschwindigkeit.)

Der Einstein-Kosmos ist eine statische Losung dieser Gleichungen mit S = 0, S = 0.

(a) Bestimmen Sie den (hier als Kriimmungsradius interpretierbaren) Expansionsskalar (3 Pkt.)
Sg und die kosmologische Konstante Af fiir diese Losung unter der Annahme y > 0,
p = 0. Driicken Sie das Ergebnis mithilfe der Konstanten C = 2k ‘uS?’ /3 aus, die der
Energiesatz fiir Staubuniversen liefert. Was folgt fiir den Kriimmungsindex k? Ist auch
ein statisches Universum fiir k = 0 denkbar?

(b) Zeigen Sie, dass der Einstein-Kosmos instabil ist gegeniiber kleinen Storungen Sg — (3 Pkt.)
Sg +6S, ug — pg + oy, die schwarzer Strahlung entsprechen (ép = oy /3).
Hinweis: Man setzt die um die jeweilige Storung verdanderten Groflen in die Fried-
mann-Lemaitre-Gleichungen (mit festen Parametern k und A) ein und linearisiert in
den Storungen, das erzeugt ein lineares Gleichungssystem fiir 6S und du. Zu disku-
tieren ist dann, ob dessen Losungen gegen null gehen oder anwachsen.

9. Alter des Universums 4 Pkt.

Nehmen Sie ein flaches, materiedominiertes Universum an, dessen Expansion durch die
Friedmann-Lemaitre Gleichungen, einschliefSlich kosmologischer Konstante, beschrieben
wird. Bestimmen Sie einen geschlossenen AusdrucM fiir das Produkt aus dem momenta-
nen Hubble-Parameter Hy und dem Alter des Universums tj, der nur von dem momen-
tanen Dichteparameter (29 = (o) /pc(to) des Universum abhédngt. Hierbei ist S(t) der

IMit geschlossenem Ausdruck ist hier eine explizite Gleichung ohne Integral- oder Summenzeichen gemeint.
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Skalenfaktor des Universums, () die Energiedichte des Universums und p.(t) die zuge-
horige kritische Dichte:

3H?c?
pelt) = 871G’
und H(t) der Hubble Parameter
S

Hinweis: Zeigen Sie zunédchst:

ORI CHORL )

verwenden sie dabei die Konvention S(tp) = So = 1.

Im Teil B konnen 10 Punkte erreicht werden. Die Abgabe der Aufgabe(n) bis zum unten
genannten Datum bitte per Mail an antonia.schulz@ovgu.de.
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